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Die vorliegende Arbeit hat zum Zweck, diejenigen Unter- 
suchungen AMPERE’S aus dem Gebiete der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zusammenzufassen, die Berührungs- 
punkte mit den Arbeiten anderer Mathematiker, und namentlich 
mit denen von DARBOUX aufweisen. 

Die beiden Abhandlungen AMPERE’S*) bilden eine Grundlage 
für die Theorie der partiellen Differentialgleichungen in 3 Ver- 
änderlichen, und die Gleichung | 


br-+2 Ks+ LI JR-+Rrt— 9). 

welche die meisten in der Geometrie und der mathematischen 
Physik vorkommenden Fälle umfasst, ist darin insoweit vollständig 
behandelt, als es der damalige Stand der Analysis zuliess. 

IMSCHENETSKY**) suchte in einer Abhandlung die AMPERE- 
schen Theorien zugänglicher zu machen, und verbesserte sie in 
einigen Punkten, namentlich in der Methode der Variation der 
Constanten. Ueberdies gelang es ihm an der Hand der JAcoBI- 
schen Theorie der Systeme partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung die Integrabilitätscriterien der Gleichungen zweiter 
Ordnung genauer zu bestimmen, was übrigens schon von BOUR 
gemacht worden war. 

In den drei ersten Capiteln versuche ich eine Uebersicht 
über die AmPpkre’schen Abhandlungen zu gewinnen, jedoch will en 
ich von einer detaillirten Wiedergabe derselben absehen, umsomehr, Arbeit 
als sich eine solche in der oben citirten IMSCHENETSKY’schen 
Arbeit findet. AMPERE beschränkt sich auf die Betrachtung par- 
tieller Differentialgleichungen in drei Veränderlichen 
(£y3) und wir werden demgemäss im Folgenden unter par- 


*) Journal de l’&cole polytechnique, Cah. 17, 18. 

**) GRUNERT’sS Archiv, Jahrg 70, übersetzt von HOUEL, ebenso wie die 
Abhandlung von DARBOUX aus dem Journal de l’&cole normale 1870, abge- 
druckt, Mansion etc., Berlin 1892. 
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tiellen Differentialgleichungen nur solche zwischen drei 
Variabeln verstehen. Wie üblich bedeuten: 


OR RR 
die partiellen Differentialquotienten von 3 resp. 
Bde de. en . 
De Ray 

Die erste Abhandlung ist der Theorie der Integrale gewidmet, 
die drei ersten Capiteln derselben sind ohne wesentliche 
Aenderung in der Arbeit von IMSCHENETSKY reproducirt, mit Aus- 
nahme einer Bemerkung AMmPERE’s, die die Integrale mit partiellen 
Quadraturen betrifft.*) Capitel 4 enthält eine Untersuchung der 
partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ordnungen und die AN 
leitung ihrer characteristischen Gleichung. 

Die Methoden dieses Capitels, die ihrer Allgemeinheit wegen 
als der Grundstein der Amp£re’schen Theorie angesehen werden 
müssen, sind bei IMSCHENETSKY nur unvollständig durchgeführt, 
was sich daraus erklärt, dass seine Aufmerksamkeit auf einen anderen 
Punkt, nämlich auf das Vermeiden der willkürlichen Funktionen 
beim Integriren gerichtet war. 

Die drei ersten Capiteln der zweiten Abhandlung befassen 
sich mit. der Integration der Differentialgleichungen erster und 
zweiter Ordnung, die für einen speciellen Fall näher begründet 
werden soll und mit den Eigenschaften gewisser Transformationen 
dieser Gleichungen. Die AMPpERE’schen Untersuchungen beziehen 
sich ebenso auf die Theorie der Integrale, als auf die Trans- 
formations- und Integrationsmethoden der Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung und zwar befasst sich die zweite 
Abhandlung vorwiegend mit der Integration. Indessen ist in 
den zahlreichen Bemerkungen und Zusätzen auch vieles enthalten, 
was sich auf die erste Frage bezieht. 

Deshalb schien es mir zweckmässig, im nachstehenden Referat 
neben AMPkRE’s Arbeit die von ihm eingehaltene Anordnung 
des Stoffes zu modificiren, indem ich alle seine Sätze, die die 
Theorie der Integrale betreffen, zusammenfasste, und nachträglich die 
Integration der Differentialgleichungen zweiter Ordnung behandle. 


*) Cah. 17 p. 587. 


1. Capitel. 


Ampere’s Theorie der Integrale der partiellen Differentialgleichungen. 


Sea 


Das allgemeine Integral*) besteht aus Gleichungen, die 1, alcc- 
durch wiederholtes Differenziren nur diejenigen Beziehungen liefern, meine Inte- 
die auf demselben Wege aus der gegebenen Gleichung folgen, a 
mit anderen Worten: ein allgemeines Integral ist ein Aequivalent 
der gegebenen Gleichung und aller aus ihr abgeleiteten Gleichungen. 


Prof. S. Lıe hat darauf zuerst**) aufmerksam gemacht, dass 
die Ampkre’sche Definition in dem Falle unzutreffend ist, wenn 
sie eine hinreichende Bedingung dafür bilden soll, dass das 
Integral ein allgemeines sei. Und zwar wird von Prof. LıeE als 
Beispiel hierzu die partielle Differentialgleichung 

un tt 
a° 

angeführt. Denn, wenn man alle Integrallächen zusammenfasst, 
die aus einer gegebenen Integralfläche mit bekannten geodätischen 
Curven durch successive Quadraturen erhalten werden können, so 
genügen die keiner anderen Differentialgleichung, als der eben 
erwähnten, während doch das zugehörige allgemeine Integral auch 
andere Flächen umfasst. 

Ein particuläres Integral im Sinne AMPERE’s statuirt 
Beziehungen zwischen den Variablen und den Ableitungen, die 
aus den Differentialgleichungen nicht folgen. 

AMPERE unterscheidet*) ferner Integrale erster Classe und 
Integrale mit partiellen Quadraturen, je nachdem die arbiträren 
Funktionen nur ausserhalb oder auch unter einem partiellen Integral- 
zeichen vorkommen, 

Eine partielle Quadratur ist demnach das bestimmte oder Particulaires 
unbestimmte Integral eines, eine willkürliche Funktion enthaltenden Arie 
Ausdrucks, combinirt mit Veränderlichen, die alle als Constante 
betrachtet werden, mit Ausnahme derjenigen, mit deren Differential 
der Ausdruck multiplicirt ist, so z. B. ist 


+% 
= /gatzuvper'du 


*) A. Cah. 17, p. 549, 550. (IMSCHENETSKY $ 1, 4.) 
**) S. LIE, Norwegisches Archiv, Band V, p. 518. 
Ze cah>317,.0. 558 


Gemeinsame 
Form der 
Integrale. 


Zahl des ar- 
bitr. Funk- 
tionen des 
allg. Inte- 
grals 1C: 
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das Integral mit einer partiellen Quadratur der Gleichung 


r=g.') 
Die meisten Sätze, die AMPERE entwickelt, gelten nur für 
Differentialgieichungen, die Integrale erster Classe besitzen. Die 
Theorie der Differentialgleichungen höherer Ordnung unterscheidet 
sich nämlich scharf von derjenigen erster Ordnung, da sie eine 
einheitliche Behandlung, wie letztere, nicht gestattet, und es müssen 
daher Voraussetzungen inbezug auf die Form der Integrale 
getroffen werden, welche das Herausgreifen einer gewissen Classe 
von Differentialgleichungen zur Folge haben. 


#2) 


AMPERE zeigt (Cah. :17, p. 565), dass man alle Integrale der 
partiellen Differentialgleichungen einer allgemeinen Form 
unterordnen kann, die sowohl die Integrale erster Classe, als auch 
die mit partiellen Quadraturen umfasst, wobei die erste Möglichkeit 
einen Specialfall der zweiten bildet. 

Für Gleichungen, die ein allgemeines Integral erster Classe 
besitzen, findet AMPERE den folgenden Satz: Die Anzahl der 
unabhängigen willkürlichen Funktionen des allgemeinen 
Integrals ist gleich der Ordnung m der Differential- 
gleichung.**) 

Wenn man aus den Gleichungen des allgemeinen Integrals 
durch fortgesetztes Differenziren neue Gleichungen bildet und 
zwischen denselben die darin vorkommenden arbiträren Grössen 
eliminirt, so ergiebt sich, dass dabei eine, für eine gegebene 
Differentialgleichung bestimmte Anzahl willkürlicher Funktionen 
von selbst verschwinden muss*"*), welche bei Differentialgleichungen 
erster Ordnung immer gleich Null ist. 

Im besonderen F alle der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
macht AMPERE über die arbiträren Funktionen des Integrals erster 
Classe die folgende Voraussetzung:****) Die Gleichungen des all- 
gemeinen Integrals enthalten eine beliebige Anzahl arbiträrer 
Funktionen von «und ß, von denen zweiunabhängigsind, und 
die anderen daraus durch Differentiation oder Integration 
abgeleitet werden. Also, wenn das allgemeine Integral aus drei 
Gleichungen besteht, so erhält es die Form: 


*) Cah. 17, p. 555. (IMSCHENETSKY.$ 3, 20.) 

**) Cah. 17, p. 583/6. Beweis dieses Satzes siehe IMSCHENETSKY, $ 5, 32. 
"217 Cah, '19%92.286: 
See) Cah. 18, p. 59. 


1) 3, Do,Da..,/A(a) Dada, FB PP... 
Su) PP dp)—V Blres 


Nach M. L£vv*) ist jedoch die Voraussetzung AMPERE’s nur in er 
speciellen Fällen richtig; im allgemeinen wird die Abhängigkeit Annahme. 
einer zweiten arbiträren Funktion X («) von !P («) durch eine 
Differentialgleichung: 


do dX je 
(007. A 
ausgedrückt. Hieraus. ergiebt sich, dass einer jeden bestimmten 
Funktion ® eine, bis auf arbiträre Constanten bestimmte Funktion 
X entspricht. Dagegen werden alle übrigen arbiträren Funktionen 
von « aus D und X auf dem Wege der Differentiation und Inte- 
gration erhalten. Leider ist dieses Theorem ohne Beweis an- 
gegeben und seine Richtigkeit bleibt zu prüfen. 


83. 

Der nächste Schritt**) bei der Untersuchung der Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung ist die Classification der Ab- 
leitungen von 3 

Hat man das allgemeine Integral in geschlossener Form, so 
kann man durch Differenziren und Elimination alle Ableitungen 


pqgrTs 2% 3x1 

daraus berechnen. 

AMPERE unterscheidet nun zwei Fälle: 

l. entweder kommen in den so berechneten Werthen nur 
die willkürlichen Funktionen des Integrals vor; dann heissen die RS 
betreffenden Ableitungen mitdem Integral gleichartig (homogen),***) Ableitungen. 

2. oder sie enthalten auch andere willkürliche Grössen, und 
werden dann als ungleichartig (heterogen) mit dem Integral 
bezeichnet. 

Die Gleich- und Ungleichartigkeit können sich auf einige oder 
alle Argumente «, ß, — beziehen. 

Im Cap. 2 werden folgende hierauf bezügliche Sätze bewiesen :****) 

1. sind p, g mit dem allgemeinen Integral ungleichar- 
tig, so ist dasselbe mit allen Ableitungen des Integrals der Fall, 

2. die Gleich- oder Ungleichartigkeit tritt für die Ab- 
leitungen derselben Ordnung gleichzeitig ein. 


*) Comptes Rendus, Jahrgang 1872, S. 1094. 
7,49 0ah.7 17,  D: 00% 
*»*#) A. Cah. 17, p. 578 (IMSCHENETSKY $ 4, 28). 
ren Can. 17, DH 


Anusnahme- 


[04 
fü 


fall wenn 


= 99 


3. von der Ordnung an, wo die Gleichartigkeit aufgehört hat, 
wird die Zahl der willkürlichen Funktionen um Eins vermehrt. 
Um dies zu zeigen, ersetzt AMPERE*) x und y in der gegebenen 
Differentialgleichung erster Orduung durch die unabhängigen Ver- 
änderlichen X, «, wo « das Argument einer der willkürlichen 
Funktionen des Integrals ist. 


Bezeichnen wir einerseits die partiellen Ableitungen inbezug 
auf die neuen Veränderlichen durch runde 2, andererseits die Ab- 
leitungen inbezug auf die alten Variabeln x, y durch Indices, so 
folgt**): 


93x : ey 2) 
BETT “ 

Kraft dieser Beziehung sind die Ableitungen der Ordnunng 
i+Z=n mit denen der Ordnung + Z, =n—1 und mit dem 
allgemeinen Integral nur dann gleichartig, wenn die neue will- 
kürliche Funktion, die nothwendig in 


3i,k 


> 
a 
°y O9, 
auftritt, einen gemeinsamen Faktor von —- und —Z—— bildet 
ca cu 


und somit aus 53; , verschwindet. Da°der Nenner in (2) immer 
derselbe bleibt, der Zähler sich aber mit j, Z ändert, so muss die 
Gleichartigkeit der Ableitungen von einer gewissen Ordnung an 
aufhören, 


4. ferner beweist AMPERE, dass, wenn die Ableitungen höch- 
ster Ordnung in der Gleichung mit dem Integral gleichartig sind, 
dasselbe dann mit allen übrigen in der Gleichung vorkommenden 
Ableitungen der Fall ist. i 


Obige Sätze erleiden aber eine Aenderung, wenn eines der 
Argumente « resp. sich auf eine blosse Funktion von y (resp. x) 
reducirt. | 

Dann ist umgekehrt p eine Funktion von « allein: 


y—=f («) 


und kraft der Formel: 


*) Cah. 17, 1, 572. IMSCHENETSKY $ 4, 31. 

°r or 
**) Hierbei wird angenommen, dass die Grössen Der weder 0) 
noch & zu ihren Werthen haben können; im entgegengesetzten Falle haben 
wir die unten behandelte Ausnahme. 


sind alle Grössen 


lo ee. no 


mit 53 und mit dem Integrale gleichartig. 


Die oben erwähnten Eigenschaften bleiben jedoch, wie zuerst 
Prof. S, Lie hervorgehoben hat, bei der Ausführung einer Be- 
rührungstransformation nicht immer erhalten, weil es eine 
grosse Categorie von Differentialgleichungen giebt, in welchen « 
und # blosse Funktionen von xy, 3, p, g sind, also mittelst einer 
Berührungstransformation als neue Veränderliche eingeführt werden 
können, und dieses liefert eben den obengenannten speciellen Fall. 


2. Capitel. 
Characteristiken der partiellen Differentialgleichungen. 


SA. 


Seit MOnGE wird das Auffinden der Integrale der partiellen 
Differentialgleichungen auf dasjenige der Characteristiken zurück- 
geführt, indem man sich die Integralllächen als durch Bewegung 
der letzteren entstanden denkt. 


Bei der fundamentalen Bedeutung der Characteristiken sei 
es mir gestattet, ehe ich zum 4. Cap. der AMPERESCHEN Ab- 
handlung (Cah. 17) übergehe, auf MonGes**) Theorie derselben mit 
wenigen Worten einzugehen. 

Nachträglich soll das Analoge bei AMPERE besprochen, und 
dasjenige hervorgehoben werden, was einen Fortschritt gegenüber 
MongGe bildet. 

Bei den partiellen Differentialgleichungen 1. ©. in 3 Variabeln Integraifi. 
xy3 denkt sich MonGe die Integralflächen als Enveloppen von ‚Hebel 1; 
on! derselben, die aus der Schaar 


playzab)=0 (3) 
nach einem willkürlichen Gesetze, (indem man etwa dD=% (a) 
setzt) herausgegriffen sind. Bekanntlich stellt die Gleichung (3) 
das vollständige Integral einer partiellen Differentialgleichung 
1.O. dar. Die Characteristiken sind Schnittcurven zweier unend- 


*) Cah. 17, p. 581. ImscHENETSKY $ 4, 30. 
**) Applications de l’ analyse a la geometrie 1880 5 ed par Lionville, 


Differential- 
gleichungen 
Zu: 


[4 


Mangel der 
Mong. Defi- 
nition. 


Bezeichnung 
v. Goursat. 
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lich benachbarter Flächen und gleichzeitig Berührungscurven 
zwischen den Flächen und ihren Enveloppen. 


Bei partiellen Differentialgleichungen 2. und höherer 
O. dagegen geht MoNnGE*) von einer Erzeugungsweise der Integral- 
flächen durch Bewegung von erzeugenden Curven aus, die längs 
zweier, resp. n. willkürlichen Curven gleiten. 


Es gehört somit zu jedem System von 2 resp. n Curven 
allgemeiner Lage eine Integralfläche, und eine einfach unendliche 
(©!) Schaar von erzeugenden Curven, die nach MonGE Cha- 
racteristiken genannt werden. 


Bleiben wir bei den Differentialgleichungen 2. OÖ. und be- 
trachten eine gegebene Characteristik C, die zwei Leitcurven in 
den Punkten, a, b schneidet. 


Wir variiren die zu der obigen Characteristik gehörende Inte- 
gralfläche so, dass die neuen Leitcurven mit den alten die Punkte 
a, b, und die Tangenten in denselben gemein haben. 


Dann nimmt MonGe an, dass sich die beiden Integralflächen 
längs der gemeinsamen Characteristik berühren müssen, und zwar 
so, dass die Ableitungen p9.g. dieselben Werte haben, 

rsf dagegen unbestimmt bleiben. 


Mithin haben zwei sich berührende Integralflächen nur einen 
characteristischen Streifen erster ©. 


= I. 53= Ze), P=Fe) 9 Q1 
gemein. 
Da diese Eigenschaft im allgemeinen den Differentialgleichungen 
2. ©. nicht zukommt, so folgt hieraus, dass die MONGESCHE Defi- 
nition nur eine specielle Classe von Differentialgleichungen umfasst. 


Um dieselbe zu characterisiren, will ich eine von GOURSAT**) 
herrührende Bezeichnung eintühren, die auch im folgenden be- 
nutzt werden soll: 


Wenn zwei Integralflächen einer Differentialgletchung 2. O. 
eine gemeinsame Characteristik und längs derselben eine Berül- 
rung 2. O. besitzen, dann hat, nach GoURSAT die Differential- 
gleichung Characteristiken 2. Ordnung. 


*) Applications etc. p. 74. p. 234. 

**) Acta Mathematica XIX. Jahrg. 1895. Sur une classe d’equations 
aux derivees partielles du 2 Ordre et sur la theorie des integrales interme- 
diaires. 
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Es können aber specielle Characteristiken vorkommen, längs 
deren nur eine Berührung 1. O. stattfindet, und diese nennt 
GOURSAT Characteristiken 1. O.*) 


Zu den Differentialgleichungen, die Characteristiken 1. O. 
haben, gehören in erster Linie diejenigen, die ein Zwischen- 
integral 1. OÖ. mit zwei willkürlichen Constanten. 


slayz2pgab)=®: 

besitzen, 
umgekehrt: wenn eine Differentialgleichung 2. O. ein Zwischen- 
integral (4) besitzt, so muss sie, nach GOURSAT, Characteristiken 
1. ©. haben. 

Folglich läuft die von MOoNnGE gegebene Definition darauf 
hinaus, dass die von ihm betrachteten Differentialgleichungen 
nur Characteristiken 1. OÖ. zulassen und intermediäre 
Integrale haben können. 

Man sieht daher, dass der Begriff der Characteristiken von 
MOoNGE in allgemeiner Fassung nicht gegeben worden ist. Nichts- ract- als 
destoweniger läuft sein Raisonnement darauf hinaus, dass sich die. heitscurven. 
Characteristiken als Unbestimmtheitslinien ergeben, d. h. als 
diejenigen Curven, längs deren die Werte von 


av2Ppg 


zur Bestimmung der Integralfläche nicht ausreichen. Denn, es 
bleiben, wie oben angeführt (p. 11), schon die Ableitungen 


RESEH 


willkürlich und es berührt sich eine unendliche Schaar von Inte- 
gralflächen längs derselben Characteristik. 

Daher muss man, um zur Differentialgleichung der 
Characteristiken zu gelangen, nur die Werte von r s f vari- 
iren, während für p und g die Beziehung 


dp=dg=%065). 


Dfzgl. der 
Characterist. 


gilt. 
Unter dieser Annahme gelangt man, nach MoNnGE, durch 
Differentiation der gegebenen Gleichung /(xy spgrsfl)—=0(6) 


*) Das Analoge gilt für Differentialgleichungen ter O,, deren zwei Inte- 
gralflächen im allgemeinen sich längs einer Characteristik nach der zten O, be- 
rühren. Im allgemeinen Falle also hat die Differentialgleichung Characte- 
ristiken zfer O., dagegen im speciellen, wo die Berührung nur von fer O, 
(m Zn) ist, Characteristiken ter O. 
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zu der Beziehung: 
ef = i 
läte + a 


andererseits sollen aber die Gleichung (6), und: 


dp=rdx-+ sdy 
dag = sd + .Idy 2 


nicht zur Bestimmung von rs/ dienen, weil die letzten Gleich- 
ungen nur Definitionen dieser Grössen sind; und daher muss die 
Funktionaldeterminante dieses Systems (6, 5") 


2209 
Ar rs Hr) (8) 


Das Ver- verschwinden. In der That ist die so entstehende Gleichung 
schwinden d. 


a —=(0 mit der Differentialgleichung der Characteris- 
ken (7) identisch und wurde von MonGE angewandt zur 
Integration der, in den Ableitungen höchster O. 


Ai,k 
und in den Determinanten 
(Sons 3hnk — kn dimom) gH/ = AT mem 
Allgem. Fall. ]jnearen Differentialgleichungen**) 2. und höherer ©. Im allgemeinen 


Falle aber, wenn die Gleichung (6) Characteristiken 2. O. besitzt, 
bilden die Relationen 


—ı, (6) 
dp=rdx-+sdy 
dg—=sdx+fdy (5) 


kein unbestimmtes System von Gleichungen in den Variabeln 
r, s, f; daher führt die Bedingung, D=0 äuf Widersprüche. 
Wenn man aus derselben, mittelst der Gleichungen (5'), die 
beiden Ableitungen 2. ©. s, r, eliminirt und nach den Potenzen 
der dritten Ableitung f, ordnet, so. müssen die Coefficienten der 
einzelnen Potenzen verschwinden, damit die Ableitungen 2. O. 
unbestimmt bleiben, und es ergeben sich durch Nullsetzen dieser 
Coefficienten Gleichungen, die miteinander nicht verträglich sind. 


*) Applications etc. S. 75. 
**) Memoires de l’academie J. 1784. 
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Zum Schluss dieser Betrachtung will ich die hauptsächlichen, a 
von MonGeE gefundenen Resultate zusammenfassen: late” 


1. Er führt den Begriff der Characteristiken für Diffe- 
rentialgleichungen ein, die intermediäre Integrale von 
Terskorm: 


3(Ay3pgab)—=0 


zulassen. 


2. Die Characteristiken sind Schnittcurven zweier be- 
nachbarter Integralflächen und ihre Gleichung ist von der- 
jenigen, der durch sie hindurchgehenden Integralflächen im ge- 
wissen Sinne unabhängig. 


3. Die Differentialgleichung der Characteristiken kann 
durch ausführbare Operationen gefunden und zur Inte- 
gration der gegebenen Difterentialgleichung benutzt werden. 


S 5. 


Im Cap. 4. Cah. 17 entwickelt AmPERE Formeln, welche die 
Ableitungen von 3 als Funktionen der Differentiale der neuen 
unabhängigen Variablen 


da dx 


ausdrücken, und von der Annahme unabhängig sind, dass die Auftreten d. 
neue Variable « das Argument einer willkürlichen Funktion des Siaract- b- 
allgemeinen Integrals bildet.*) von (I). 


Er zeigt, dass der Ausdruck 


EN a of Sr of 
= 9 Sn (2) 9zn-ıı day na en 9) 


in welchem p bei constantem « nach X differenzirt wird, immer 


beim Differenziren der gegebenen Differentialgleichung 
Hene) 
i[&y7pP9- "gun... J=0 (I) 

auftritt, und zwar unabhängig davon, wie oft man diese 
Operation wiederholt. **) 

Derselbe Ausdruck (9) tritt iu den successiven Ableitungen 
nach p der Gleichung (I) auf, mit Factoren multiplicirt, die in 
unserer Bezeichnung den entsprechenden Grössen 


*) Cah. 17. p. 590. IMSCHENETSKY $ 6. 42. 
ir Cah- 17: 9.602, 


Einführung 
der neuen 
Variablen. 
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eFo,n ont 
9a °a : 
do,n +1 op N En u (3 
9a ER 


gleich sind. 

Wenn « das Argument der willkürlichen Funktion des Inte- 
grals ist, d. h. wenn die Differentiation in (9) längs einer Cha- 
racteristik ausgeführt wird, so müssen nothwendig, (wie AMPERE 
gezeigt hat) in der Reihe der Grössen (9°) von einer: gewissen 
Stelle an neue willkürliche Grössen vorkommen, die in den übrigen 
Gliedern der Gleichungen fehlen, in denen die betreffenden Ab- 
leitungen 30,n+x enthalten sind. 

Daher muss (für die Charakteristiken) die Gleichung 


Ge 
befriedigt werden. 

Mit der Einführung der neuen unbestimmten Variablen « 
ist ein grosser Vortheil gewonnen. Denn, wenn die gegebene 
Gleichung (I) auch nicht zur ersten Classe gehört, kann der 
Ausdruck (9) immer gebildet —, gleich Null gesetzt und auf 
diese Weise zur Definition der zwei Schaaren von Characte- 
ristiken als neuer krummlinigen Coordinaten auf der Fläche be- 
nutzt werden. 

AMPERE setzt aber stets voraus, dass die Gleichung (I) ein 
Integral 1. Cl. hat und leitet an der Hand der im Cap. 3 inbezug 


Oriterium d. auf das Vorkommen der willkürlichen Funktionen in den Ablei- 


Homogenität 
für die Ab- 
leitungen h. 


Ordnung. 


tungen von 3 durchgeführten Untersuchung, ein Criterium ab, um 
zu erkennen, ob die in der Gleichung (I) vvrkommenden Ab- 
leitungen höchster O. (3i,x itx—=n) mit dem allgemeinen 
Integral gleich — oder ungleichartig sind.*) 

In der That kann man infolge der Transformation 


ee 
Pr —e—p(AY) 
und der dabei geltenden Beziehungen: . 
9 n—1 0 
31,u- 1 = den 


an: ap One Iyp\F 
Pk,n dx ax ax ++) Don. 


*) AMPERE (Cahı. 17. p. 607, 597). 


e 
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alle Ableitungen n!® O, von 3 durch eine von ihnen, z. B. 3on» 


- 6) 

durch die Ableitungen niederer OÖ. und Potenzen von 4 aus- 
j c 

drücken. worauf die Gleichung (IT) nach den Potenzen von Zon 


geordnet, die Form 


P-+Q5n +23 +:..=0 (10) 
erhält; hierbei sind die Coefficienten ?, ©, 2, blosse Funktionen 


der Ableitungen niederer ©. und ihrer ersten Differentialquotienten 
nach X. 


Wenn 5,n mit dem Integral und den Ableitungen 


DIL - 2. 3:0 KH 1 
ungleichartig ist, so kann die Gleichung (10) nur in der Weise 
bestehen bleiben, dass die Coefficienten 


ERHBIE RN 


einzeln verschwinden. 


Bag pi 

Dieses Resultat ist, wie man leicht ersieht, im speciellen Fall N ee 
der Differentialgleichungen 2. ©. mit der MONGESCHEN Annahme Monge’schen 
(p. 14) gleichbedeutend und kann in folgender Weise formulirt Annahme, 
werden: 

Wenn die Ableitungen 7,8, / (resp. 3i,x i+k—n) mit dem 
allgemeinen Integral inbezug auf das Argument « einer 
willkürlichen Funktion gleichartig sind, so hat die zu- 
gehörige Differentialgleichung 2! O. (resp. n!® O.) Cha- 
racteristiken 2% O.:.(resp. n!® O,). ‚Sind aber dieselben 
ungleichartig, so enthält die Differentialgleichung Cha- 
racteristiken 1. (niederer) O.*) 


Nun liefert die Gleichung (9”) alle den Argumenten 


a, PB, Y 
entsprechenden Werte von 
ge 
Z. 
und indem man dieselben mit den aus (10’) erhaltenen ver- 
gleicht, kann man nach AMPERE die, inbezug auf das Integral 


Ems 12 0.007.597, 
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gleichartigen Argumente von den In trennen. Der Fall, dass 
die Gleichungen 


Deo De ne (10% 
miteinander und mit der Gleichung der Characteristik verträglich 
sind, tritt immer in dem Falle ein, wenn die gegebene Gleichung 
2.0. in den Ableitungen rs/ und in der Determinante 
148° 
linear ist. } 
Alsdann reducirt sich dieselbe auf: 


P+6=0, 
PO N) 


was die Beziehungen 


nach sich zieht. 


Dass die nichtlineare Gleichung 


br+2 Ks-+ Lf+ JR+RP(rt— ®)—=0 
einer Vereinfachung der Integration fähig ist, bemerkte schon 


MonGe (siehe p. 15), indem. er zeigte, dass sie sich in diesem 
Falle, wie oben angeführt, durch zwei Gleichungen ersetzen lässt. 


Imschenetzky*) hat hervorgehoben, dass die Amperesche 
Methode nur formell von der Mongeschen verschieden ist, da 
in beiden dieselben Gleichungen auftreten, deren andere Schreib- 
weise, von der Einführung einer neuen Variablen herrührend, 
AMPERE gestattet, eine tiefere Einsicht in die Natur der Differen- 
tialgleichungen zu gewinnen. 

s 6. 

Obgleich AMPpiRE viel Gewicht darauf legt, dass man sich 
vom Vorhandensein. eines intermediären Integrals**), über- 
zeugt, so hat er doch die Criterien hierzu nur für Specialfälle 

Criterien für angegeben. 


d. intermed. 5 5 e . . : 
Integrale. Und zwar ist die gegebene Differentialgleichung auf die 


Form: 
Klavyspg)=s'*") (11) 


gebracht, so kann man sie auf zweierlei Gleichungen reduciren, 
nämlich entweder auf die gewöhnliche Differentialgleichung 


3) Imsch. etc. $ 12, 87, 
**) Cah. 18. p. 34, 
7), Ganı 18.8.7150, 
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ee 
r( XV 055) 3, (12°) 
indem man nur X varürt, oder auf die Gleichung: 


95 9p 
r( xy 5 P3)=3, (122) 
indem man nun p varirt. 

Ist nun eine der Gleichungen (12) integrabel, so hat die ge- 
gebene (11) ein intermediäres Integral mit einer einzigen 
willkürlichen Funktion von x oder y, welches aus der Elimination 
der zweiten willkürlichen Funktion zwischen dem allgemeinen In- 
tegrale und seiner Ableitung nach y (resp. x) resultirt. 


Ist die Gleichung (12!) oder (12°) nicht integrabel, so hat 
die gegebene kein intermediäres Integral im obigen Sinne. 
Wenn eine Difterentialgleichung 2. O.*) 


Z=0 


ein intermediäres Integral zulässt, so muss eine der arbiträren 
Funktionen des Integrals p(ß) allein, ohne abgeleitete ’ß 
OHM 2 0a . darin. vorkommen, damit sie sich durch eine einzige 
Differentiation eliminiren lässt. 

An der Hand dieser Bedingung zeigt AMPERE, dass die Ab- 
leitungen p g nothwendig mit dem allgemeinen Integral gleichartig 
sein müssen. 


3. Capitel. 
Amperes Integrationstheorie der partiellen Differentialgleichungen 2. 0, 


SR: 


Ich wende mich nunmehr zu Amperes Integrationstheorie 
der Gleichungen, die zur 1. Classe gehören. 

Die Differentialgleichungen 2. O. zerfallen allgemein in zwei 
Classen, je nachdem sie ein intermediäres Integral haben, 
oder nicht. 

Leider wird eine strenge Definition dessen, was unter einem 
intermediären Integral zu verstehen ist, von AMPERE nicht 
gegeben; so z. B. schreibt derselbe: **) 


#,Cah,> 18,P.58. 
#1. Can. 17,.0.0540; 


Definitionen 
d. intermed. 
Integral. 


Prof. Lie’s 
Annahme. 


Systeme der 
Characterist. 
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„Je ne m’occuperai pas des integrales et solutions parti- 
culi@res, qu’on peut appeler intermediaires, et qui expri- 
ment les relations entre les variables ... et des derivees.... d’ordres 
inferleurs 2... 

Weiter findet sich folgende Stelle: *) 

„Les integrales et les solutions particulicres, en m£me 
temps qu’elles &tablissent ces relations entre les variables et leurs 
derivees en etablissent d’autres Etrangeres A la question.“ 


Nach AMmPERE**) besitzt die Gleichung 


u ee 


dagegen bildet die Gleichung 
" 


nur eine particuläre Lösung von (17) weil gewisse Folgerungen 
derselben mit denen der Gleichung (17) nicht übereinstimmen. 

Man sieht aus dieser Zusammenstellung leicht, dass obige 
Definitionen eine Unklarheit enthalten. | 

In dem Capitel (Cah. 17. p. 18). welches über Differential- 
gleichungen n. O. handelt, werden intermediäre Integrale nicht 
erwähnt, und eine Stelle in der zweiten Abh. (Cah. p. 71) be- 
rechtigt zu vermuthen, dass unter einem intermediären Integral 
auch Beziehungen der Art: 


Ur (xpy3pgrsf)— const. Ba 


die durch die Gleichungen der Characteristiken geliefert werden, 
zu verstehen sind. 

Dass dieser Vermuthung, die von Prof. Lie herrührt, grosse 
Wahrscheinlichkeit gebührt, werde ich im folgenden nachzuweisen 
suchen. 

Da die intermediären Integrale eine willkürliche Funktion 
enthalten, und der Integration meist unüberwindliche Schwierig- 
keiten darbieten, so strebt AMPERE danach, eine Methode zu 
schaffen, die sich auf die Betrachtung bekannter simultaner 
Systeme der Charakteristiken stützt, und die Zuhilfenahme der 
intermediären Integrale vermeidet. 


*) Cah. 17, p. 550. 
*r)Cah, 18, pl. 
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Betrachtet man diese Systeme als gewöhnliche Differen- 
tialgleichungen, so helfen sie bei der Integration nur dann, wenn 
sie mehrere integrable Verbindungen liefern, welche zusammen 
als ein intermediäres Integral angesehen werden können, 


Sieht man sie dagegen als totale Systeme an, die aus 
partiellen Differentialgleichungen bestehen, so werden sie auch in 
anderer Weise nutzbar. 


Aus dieser Idee ist die Methode entsprungen, welche in die 
Capitel 2 u. 4 (Cah. 18) aufgenommen wurde. Die Untersuchung 
soll sich auf folgende Fälle beziehen: 


1. Das allgemeine Integral enthält nur arbiträre Funk- 
tionen von x und p*). 


2. Die Ableitungen rs/ können inbezug auf die Argu- 
mente «, # mit dem Integral ungleichartig sein. 


». und 4. rsf sind inbezug auf das eine, oder beide 
Argumente mit dem Integral gleichartig. 


Dieser Eintheilung hat aber AmPp&ErE keine strenge Folge ge- 
leistet. 


Man muss darauf ausgehen, beim Integriren einer Differen- 
tialgleichung 2. ©. wenn möglich, durch Elimination der Ablei- 
tungen, drei Gleichungen zwischen X%,y,3,«,ß, zu erhalten; 
davon können in der Regel nur zwei als gewöhnliche Differen- 
tialgleichungen betrachtet werden, die 3. dagegen enthält noth- 
wendig Ableitungen inbezug auf die beiden unabhängigen 
Variablen. 

Was die Transformation der gegebenen Gleichung auf eine 
einfachere Form anbetrifft, so ist es immer vortheilhaft, eine der 
Variabeln beizubehalten, weil dadurch sich die Rechnungen ein- 
facher gestalten; obgleich es in besonderen Fällen besser erscheint, 
beide Grössen « und. ß als unabhängige Variable zu wählen. 


Nach diesen allgemeinen Bemerkungen betrachtet AMPERE 
den 2. Fall, wo die Derivirten inbezug auf « und % ungleich- 
artig sein können. 

In erster Linie gehört hierher die Gleichung 


Ei Cahu.18;. Pp. 30. 
**) Cah. 18, p. 44 ff. 


2% 


Eintheilung 
der Unter- 
suchung. 


Zurückfüh- 


rung der ge- 


geb. auf 3 
Gleichungen. 


Integrations 
der Monge- 
Amp. Glg. 


Transiormat. 
der Systeme. 


folgenden mit den Buchstaben (A, B) bezeichnet werden sollen, 


2 und @ beziehen, und zwar mittelst folgender Transiorastze 


ee SS ai - u Sat ne Pe er Fee Ze 
z ER Ale er 5 - 


20 = 
Brt2Kst HM +R(t—)=0) (ad 


und ihr SpEEN 
hr+2Ks+ Li+ Mm 0 
insofern sie zur 1. Classe Amp£res gehören. 


Nach p. (21) reducirt sich die Gleichung (14) infolge dr E 
Transformationsformeln”*) re 


auf EP; pP 6r—0 


worin die Coefficienten ? und Ö von rs 5 frei sind, und, weil f 
eine neue willkürliche Funktion enthält, auf das System: 


(18) ?7=0 N 
en A GERN 42 (7 29 = 2: 
a) o=B() eur nt nr 
& == Coaustc | = 
hierbei ist (18”) mit der Gleichung der Characteristik identisch 
° > 
und liefert zwei Werte für F ‚ so, dass wir factisch zwei Systeme 


der Characteristiken erhalten. Bei der Integration muss man sich 
die Grössen xyzpg .. als gleichberechtigte Variable vorstellen, 
zwischen welchen die bekannten Relationen bestehen. Von diesen 
Variablen wird nur y einer Transformation unterworfen, aber de 
neuen Ableitungen von zpypg nach x und « sind von den 

Grössen prsresp. gs f verschieden, und erhalten zum Unterschiede 
die Schreibweise: a RT 


= e 
ee 


J edes von den beiden Systemen der Characteristiken, ie 7 


entspricht je einer Wurzel derGleichungQ—=O. In(A) sind 
die unabhängigen Variablen x und «, in (B) dagegen x und £. 
Indessen kann man auch das System (B) auf die Variablen 


ers 18, p- 68). | Be > 
=> *) Cah. 18, p. 6 64. | 
**) Cah. 18, p. 55 (Imsch. $ 12, 76). 


21 


du 2 2 2 
2 u he ER ih (19)*) 
ox)P = const. 9%)a — const.da) x — const dx)ß== const, 


oder abgekürzt 


IE TERH ; ou 0a 
d BE SE RE! 
SX)B 2x) | Sa)x"2x)B 
wobei 4 irgend. eine der Grössen 
| PP» 9 


bezeichnet. Die in der Gleichung (19) eingeführte Schreibweise 
der partiellen Differentialquotienten rührt von Ampcre her,”*) und 
wurde von ihm benutzt, um anzudeuten, welche der Grössen « 
und P gleichzeitig mit x als unabhängige Variable betrachtet wird. 


Durch Anwendung der Transformation (19) folgt aus (B) wegen 


oß 
a ll 
9x) 9 
da) 
(ea Ne Sn 
® 9a 9 Ne Ia)X 
BB rag aß 
nz Arten o, nr 'ox)u 6% ee = 


z. ‘A. ist K°1 MR—- ML=6 gesetzt worden. 


Betrachten wir nun den Fall, dass das System (B) zwei inte- Fal ch 
ompına- 
grable Combinationen liefert. tionen. 


kavepo)==8 Pılarzpe) ZORSEEND:) 
dann ist offenbar die Transformation (19) überflüssig, weil in 
(B,) die Grössen 


die transformirt werden, nicht enthalten sind. Die Gleichungen 
B,) können auf zweifache Weise zur Integration benutzt werden: 


l. Entweder eliminirt man daraus P und integrirt die resul- ?fache Ver- 
wendung 


tirende Gleichung 1. O. derselben. 


#17 Cah..17,:p. 570,8 Imsch=.94, 


Allgem Glg. 
2. 
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V(xyzpg)=®(Vı(kvzpg)) (B;) 
2. Oder man berechnet daraus pg und ihre Ableitungen 
o oO 
et und setzt diese Werte in das System ( R: ) ein, welches 
PETER 


sich dadurch auf drei Gleichungen mit drei unbekannten Funk- 


tionen y3ß 
reducirt, weil « sich bei der Integration als Constante verhält. 


Das Integralaequivalent dieses Systems besteht aus drei 
Gleichungen: 


pr (Ay3PUP)— px (Xu Yo 30 Bo W Po) A—=1,2,3. (20) 


wobei die Anfangswerte 


Ao Po do 
von einer arbiträren Funktion 7 («) abhängen. Die 3 Gleichungen 
(20) enthalten somit zwei arbiträre Funktionen F und P, und 
stellen das allgemeine Integral der Gleichung (14) dar. 


s 9 


Danach skizzirt AMPERE*) ein analoges Integrationsverfahren 
für alle Gleichungen 2 O., 


Kayzpgrst)—=) (ID. 
die ein „intermediäres Integral“ zulassen, 

Die Begründung desselben, welche in Amperes knapper 
Darstellung kaum zu finden ist, versuche ich im folgenden zu 
geben. 

Die diesbezügliche Stelle*) der Abhandlungen Amperes lautet 
etwa wie folgt: 

Die Reduction der Differentialgleichungen 2. ©. auf Gleichungs- 
systeme, in denen nur Ableitungen inbezug auf eine unabhängige 
Veränderliche vorkommen, und deren Gleichungszahl um eins 
kleiner ist, als die Zahl der Variabeln, ist nicht nur für die Gleichung 
(14) möglich, sondern auch für alle Differentialgleichungen 2.. O., 
welche ein „intermediäres Integral“ zulassen. Dann ergeben 
sich aus den obengenannten Gleichungen zwei integrable Ver- 
bindungen der Form. 


Vı(zyapgrst=Pß 
V,(xyapgrst)—=F(ß) 
*) Tah, 18: 9.70. 


(21) 
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Ueber die Art und Weise, auf weiche man zu den Gleichungen 
(21) gelangt, sagt AMPERE*), 

„Man findet mittelst des Verfahrens, das in einem voran- 
gehenden Capitel auseinandergcsetzt wurde, zwei Gleichungen mit 
x und « als unabhängigen Variablen, die durch Aenderung des 


® 
Wurzelzeichens von in zwei andere übergehen, welche x und 
x 


ß als unabhängige Veränderliche enthalten, 


Es ist zuerst zu entscheiden, welches Verfahren hier ge- 
meint wird? 


Gleichzeitig entsteht, wie oben hervorgehoben, die zweite Frage nach 
Frage: was soll unter einem „intermediären“ Integra] '° Nethode 
im vorliegenden Falle verstanden werden? und wie soll dasselbe 
in Verbindung mit den Gleichungen (21) gebracht werden? 


Was die Frage nach den Integrationsverfahren betrifft, so 
finden sich bei AMPERE deren zwei: 


Nach dem ersten bildet man die bekannten Relationen ve Mettiode. 
u EN 


welche sich auf zwei reduciren sollen, und von denen eine mit 


der Gleichung 
ofray\2 -(of\ep af 
er 


identisch sein muss, 


: : . . N . Glgn. die 
Diese Bedingung {rifft zu, wie es AMPERE nachgewiesen hat, "seien 


für jede Differentialgleichung der Form: unterliegen. 


Dr+2Rs-+ Lt JR-+R(ri— s’)=0 


ausserdem nach Bäcklund, für jede Gleichung, die, wenn 
man darin rs/ als rechtwinkelige Coodinaten und vyzspg als 
Parameter deutet, eine Schaar von Regelflächen darstellen, deren 
Asymptotenkegel die Gleichung rf—s?—=0 (22) hat. 


Es ist dies nichts anderes, als eine geometrische Deutung 
der Gleichungen: 


Kxyzpgrsf)=0 U). 
*) Cah. 18. p. 70. 


##)7Cah.718..D..46.fE 
***) Mathemat. Annalen Bd. XI, XIII. 


2. 
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Methode. 


op oy 99 ver 
al, ns s+15E 


von denen die zwei letzteren Parallelen zu den =... 
Kegels (22) sind, und wenn dieselben auf den Flächen liegen 


sollen, so muss sich aus 23) 1— a ergeben, und hiermit 


0 
0 2. (10). 


Wenn aber die Ableitungen rs/ mit dem allgemeinen Inte- 
gral gleichartig sind, was AMPERE als allgemeinen Fall 
annimmt*), (s. p. 16, 20), so versagt obige Methode in der 
Regel, und die Gleichungen (23) sind miteinander nicht. ver- 
träglich. 

3. 


Wirwendenunsdemnachderanderen Methode Amperes,**) 
als der einzig anwendbaren zu: 


Aus (II) lässt sich durch n— 2 malige Differentiation- nach y 
die Gleichung ableiten: 


of of ef 
37-2 ag 57 300 t An —0 (24) 
in welcher das Glied R von den Ableitungen n. O. unabhängig ist. 


Benutzt man die bekannten Transformationsformeln (siehe 
p. 19 (a) ), so folgt aus (24) die Relation: 
Con = Dre 0 (25). 
In dieser Gleichung ist das Glied S„_> von den Ableitungen 
n. OÖ. unabhängig und C. ist a 


effay\2 9X 8 


— — 


Ir \dx 98 of 


so dass nach p. 18, Gl. (9”), wenn die gegebene Gleichung (Il) 
zur 1. Cl. Amperes gehört, das Glied C verschwinden muss. 
Hieraus ergiebt sich statt (25) das System: 


Gegen ih ige 
Nach AMmPpERE (Cah. 17, p. 603) berechnet man aus 
Ge 


%, Gab 18.p. (U, 
*r) Gab. 17,:p,: 001, 


Ol 


er 

9x 

Gleichung n. O. (I) nach y 
of of of 

no ni + On. : In-t,2 + a. —- Be 


tp(*y3 ur anare 3n)—V 
die Ableitungen . 


den Wert von und ersetzt in der Ableitung der gegebenen 


(24) 


nt. »- ZonH+l 
durch ihre Werte aus den obenerwähnten Transformationsformeln 
(a); schliesslich fasst man in der so modificirten Gleichung alle 
Glieder, die 3, n+1 enthalten, zusammen, und erhält sie in einer Form, 
die für den Fall der Differentialgleichungen 2. ©. mit derjenigen der 
ersten Gleichung (25) identisch ist. Dann kann man nach 
Ampe£re (Cah. 17, p. 603) die Gleichung (24’) zur Inte- 


gration benutzen, indem man daraus den Wert von _e Ze 
h der Werte v. 
rechnet und ihn dem aus (== abgeleiteten gleich setzt. Da z er 
der erstere aber Ableitungen von n--1.0. (resp. im Falle der 9x 
Differentialgleichung 2. O. von 3. O.) enthält; so liefert ereineneue 
Relation. Zwar ist es naheliegend, die ganze Reihefolge der 


Gleichungen (25’) oder der damit äquivalenten Gleichungen (25°) 
%) 
in analoger Weise zum Ableiten neuer Werte von I zu benutzen, 
x 
doch kommt diese Verallgemeinerung bei Ampere nicht vor. 


Die n-1 Gleichungen (25) und (Il) mit Hinzufügung der 
Beziehungen 


Br d | 
Pi k,l e F an 
32 Ertl Auiin, (205) 


ga, 
> 


liefern gerade 


- BER. re. . : Zahl d. Glgn. 
unabhängige Differentialgleichungen des totalen 
Systems. 


zwischen den 


ra 2 Variablen 
KV3.. . Fon + "no 


so, dass sich daraus für jede beliebig gewählte Cylinderfläche 
P—ul) 
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ein simultanes System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zur Berechnung aller auf dieser Fläche liegenden Charac- 
teristiken n, VO. ergiebt. 


Die Gleichungen (25), (I) und (25”) bilden das totale System 
der Differentialgleichungen der Characteristiken n. OÖ. und aus 
obigem ist ersichtlich, dass dessen Aufstellung im Princip von 
Ampere herrührt. 


RN: Wenn wir uns aber auf Characteristiken 2. O. der 
auf ‚ie Gl. Gleichung (Il) beschränken, so erhalten wir die Gleichungen: 


of of of of af 
62 a Ar: 59,73 ap SE 0 AR 9x 
(26) = ee 2 =) N 
or O.X. haR 
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Nach obiger Auseinandeisetzung dürfte es sehr wahrschein- 
lich sein, dass diese zwei Gleichungen diejenigen sind, auf welche 
nach Ampere”) sich die gegebene reduciren soll. 


Indem wir der Darstellung Amperes weiter folgen, finden 
wir die Bemerkung, dass die Zahl der Gleichungen des to- 
talen Systems in diesem Falle auch um eins kleiner ist, als 
die der abhängigen Variabeln; wir haben nämlich ausser 
den zwei Gleichungen (26) noch die gegebene Differentialgleichung, 
welche durch ihre Eu nach x: 


Bildung der 
totalen Syst. 
; of 2y of 95 ofdar., 2f ds 
(2 © 
tetnt A St 
a 
Da 


ersetzt werden kann, und die drei bekannten Beziehungen 
\ 03 ay 


f) 
a IS s (26”) 


°x %) 
eg °y 
Tr: 


>),Cab.4182.pr 2: 
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Somit haben wir 6 Gleichungen zwischen 8 Variablen 


Ayspgrst 
Da « in diesen Gleichungen nicht vorkommt, so verhält es 
sich bei der Integration als eine Constante. Die Gleichungen 
(26) stellen factisch 2 Systeme dar, entsprechend den beiden 
Wurzeln der Gleichung 


EZ 


und wir erhalten analog, wie im Falle der Differentialgleichung 
(14) zwei totale Systeme der Differentialgleichungen der Cha- 
racteristiken (A und B), von denen jedes aus 6 Relationen 
besteht. 


Da die Gleichungen (II, 26”) in den beiden Systemen 
(A, B) dieselben sind, so können wir auch, wie es Ampere 
thut,*) indem wir die aus (26) für das zweite Argument /% der 
anderen willkürlichen Funktion folgenden neuen 2 Gleichungen 
hinzuaddieren, ein System von acht Gleichungen bilden, welches 
zur Bestimmung der Grössen 


Ayzpgrstaß 


dienen kann. Die zwei Gleichungen desselben, welche Ableitungen 
inbezug auf x und ß enthalten, können ebenso, wie im Falle der 
Gleichung (14), auf die unabhängigen Variablen x, « transformirt 
werden. Indessen ist dies überflüssig, wenn aus deın System (B) 
zwei integrable Verbindungen 


D,(ayzpgrst)—ß >) 
),(avyspgrst)= ß) 
gebildet werden können. 


Aus diesen Gleichungen (21) und aus (II) kann man die 
Werte dreier*) von den Variablen 


VEPgTST, 


berechnen, die wir durch die Buchstaben 


FE Cab, 19: 9821, 
**) Nach Ampere von rs? (Cah. 18. p. 71), also: 


r = R(xyspgP.TP) 


= 5 
Nu 
| 
| 
| 
| 
| 


2 integrable 
Verbindung, 


Gem. Deutg. 
d. Glg. (28). 


Das simult. 
System. 
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bezeichnen wollen, um ihre Gleichberechtigung bei den folgen- 
den Schlüssen anzudeuten. 


Es ergiebt sich in dieser Weise das Gleichungssystem: 


31 = Iı(lRdud5 80, PR) 
ee ar ent ) 
else ae | 

aus welchem durch Differentiation nach x die 3 Gleichungen 


daı Er I IB» iD? ‚9 Od dr op 
las Se sp Pb r Er 2x N ax y 


dee . ( 
9) ! 
2 


x, ( | 
ni .—.—n. .:. 0 —.: 


folgen. Diese Werte (27, 28) von 3, 35 33 und ihren Ableitungen 
gelten zunächst für alle Characteristiken der Schar (BJ, wenn 
darin $ eine Constante ist und für alle Integraltlächen, 
indem wir ß variiren. Denken wir uns nun die Gleichungen der 
Characteristiken integrirt, so’ ergeben sich für beliebig gewählte 
Funktionen “F, bestimmte Scharen von Characteristiken und Inte- 
gralflächen, woraus folgt, das P längs einer bestimmten Inte- 
gralfläche eine bestimmte Form besitzt, und dass % dagegen 
variirt. Es entspricht also jeder Integralfläche eine bestimmte 
Schaar von Curven 


B == const. 


und die Gleichungen (27) gelten für alle diese Flächen; wenn 
aber eine bestimmte Funktion FF gewählt wird, so gelten die 
Bestimmungen (27) nur für gewisse Integralflächen. 


Wenn wir endlich die Werte (27) von %, 3: 3, in die 
Gleichungen des Systems (A) einsetzen, so scheiden wir aus allen 
möglichen, durch die Characteristiken (B) erzeugten Flächen die- 
jenigen aus, auf welchen auch Characteristiken der 2. Schar (A) 
liegen. Dieses System (A) umfasst 6 Gleichungen, von denen 
funf von (B) unabhängig sind. Die Zahl der unbekannten Funk- 
tionen ist auch fünf, und zwar sind dieselben: 


d4 05 Ö6 dr 


Das erhaltene System ist somit ein simultanes und kann 
auf folgende Form 


29 
da et 
Pr a »PvRWPß) f5 


reducirt werden. 


_ du di 


dp 
05 ME ‘ 
Ben, 


Beim Integriren betrachten wir « als eine Constante, da diese 
Grösse in (29) nicht vorkommt, und legen ı) eine bestimmte Form 
bei; denn, wie oben bemerkt, bleibt ı/, längs einer Integralfläche 
unverändert. 


Die Anfangswerte X. . - . fo müssen mit der gegebenen 
Differentialgleichung verträglich sein, und die Variabeln 


da * * * dr 


müssen sich für = X. = p(«) auf bestimmte Funktionen von 
«a reduciren. 


Wenn die Gleichungen (27) nach drei beliebigen von den 
5 Ableitungen 1. und 2.0. (3, 38 53) aufgelöst, und aus den fünf 
Integralgleichungen von (29) die 2 übrigbleibenden (3,35) elimi-, cn. dos 
nirt werden können, so erhalten wir schliesslich durch Ausführung allg. nteg. 
dieser Operationen drei Gleichungen 


u layeanß. = Fe (09) Zee 232030) 


welche die gegebene Differentialgleichung befriedigen, und da die 
arbiträren Funktionen im allgemeinen so bestimmt werden können, 
dass die Fläche eine gegebene Developpable enthält, so stellen sie 
das allgemeine Integral der Gleichung (II) dar. 


ST. 


Die oben angedeutete Rechnung ist in der: von AMPERE an- 
gegebenen Weise (s. Anmerkg. p. 36) stets undurchführbar, 
weil AMPERE von der falschen Voraussetzung ausgeht, dass die Undurch- 


x führbarkei 
3 Gleichungen (27) sich nach den Ableitungen rs / auflösen lassen, Ne 


oder dass die Funktionaldeterminante Methode. 
alte : 
D RER ( s 1 5) (27 ) 
9 (r,s,f) 


von Null verschieden ist. 

Um zu zeigen, dass im vorliegenden Falle stets die Beziehung 
D—0 gilt, bemerken wir, dass, wenn zwei Differentialgleichungen 
EU: 

EEE 
dh, (Kyzpgrs—0 
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Dizg. 1.Char. 5° gemeinsame Integralflächen haben, die Differentialgleichungen 


gemeinsame ihrer Characteristiken 
Wurzel. 


or 8 | 
oy 
(wo zur Abkürzung 2, Ugesetzt wird) einegemeinschaft- 
A 
liche Wurzel besitzen müssen. (Beweis dieses Satzes siehe 


p. 54/55.) 
Nun hat jede aus (21) durch Elimination von ß gebildete 
Differentialgleichung der Schaar 


Y--0 (05) (21?) 


wie (p. 51/52) allgemein bewiesen wird, mit der Gleichung (II) 
gerade & Integralflächen gemein, und wir können, durch 
Specialisirung der willkürlichen Funktion immer die Gleichungen 


P,— const. 
>= const. 


(06) 


bilden. von denen jede wiederum mit (II) oo Integralflächen ge- 
mein hat, so dass die drei Gleichungen . 


ee, ee 
Or ERS er: 
Ua: Pr, Pr, 
ee Ss 2. re 
warden 


Or 
Versehwind. eine Wurzel 1, —u gemein haben müssen, und ihre Determinante 

minante. of 2, Of 

erlag are 

DER ER ER | am 

o(rsf) LOST. 
'2P,20,2D, 
er ds 9] 


infolgedessen identisch verschwindet. 

Um zu zeigen, dass der Fall, wo die Gleichung (II) ein 
intermediäres Integral mit 2 constanten P(x»2zpgab)—0 (31) 
besitzt, auf den vorhin betrachteten (21) p. 36) zweier integrablen 


‘ol 


Verbindungen 2. O. zurückgeführt werden kann, bilden wir nach 
dem Vorgang von Lagrange aus (31) ein intermediäres Integral 
mit einer arbiträren Funktion. 

Zu diesem Zwecke variiren wir die Constanten ab so, dass 
dabei die 2 Gleichungen 


b=gp(a) 
DOSE LOEWEOM TE (32) 
era 


befriedigt werden. 


Durch Differentiation nach den unabhängigen Variablen xy 
folgen aus (31) die Beziehungen: 


00 90 do ,% (da\2 5 

92 = ap 39” da) da (33) 
9.097.090 on IOEy? do\ da 
ERBETEN (2), = 


welche sich mit Beachtuug von (32) auf die folgenden: 


0Dv, 090 ev op 

he a ee dd, (&yzpgrsfagy(a)) f 
EUR. 67) ev Se 
FAT er er dd, ( ne ee Eu ) 

reduciren., 


Aus den Gleichungen (33, 31) kann man « und @ («) elimi- 
niren und dann erhält man die ursprüngliche Gleichung (II); 
man kann andererseits aber auch aus (33) die Grössen: 


a— Ay(xy5parst) 
(34) 
ya)—b— ÜA,(arzparst) 
berechnen, woraus durch Elimination von g eine unendliche Schar 
von Differentialgleichungen 


d,—=gy(d,). 
folgt, die ähnlich wie (21’) gebildet werden. 


Unsere Behauptung ist nunmehr erwiesen, wenn wir noch 
zeigen, dass die Gleichungen (34) von den Systemen der Dif- 
ferentialgleichungen der Characteristiken (A, oder B) be- 
friedigt werden. Zu diesem Zweke bemerken wir, dass die &° 
Charactcristiken der Gleichung 


Intermed. 
Integral, 


Bildung 2er 
integrablen 
Verbindung. 
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VP(&rzpgab)=0 (31) 
sich nicht ändern, wenn man a und b den Gleichungen (32) 
gemäss varirt, d. h. dass alle Characteristiken der einen Schar 
von (II) durch obige 00 5 Curven erschöpft werden. Wenn aber 
die Funktionen (Z,, (Ü, für jede Integralfläche von (31) constant 
bleiben, so ändern sie sich auch nicht für jede der darauf liegen- 
den 0 ® Characteristiken, d. h. es sind 


dd, == CORSU 
(U, == const. 


Lösungen des Systems der Characteristiken von (II) q.c.d. 


ee Dass die beiden vorhin betrachteten Fälle eines intermediären 
interm. Inte- Integrals (31) und zweier integrablen Combinationen 2. O. (21) 
ee. Vor. miteinander identisch sind, lässt sich erweisen, indem wir 

bdgen. umgekehrt (siehe p. 40) zeigen, dass sich der zweite auf 


den ersten zurückführen lässt. 


Wenn wir nämlich in den drei Gleichungen 
0 (II) 
D,(&rzpgrsf)—const. (21°) 
V,(Xyzpgrsf)== cönst, 
die Veränderlichen X» 5p g als Constante annehmen, so drückt 


die Bedingung 


10 (27. 


aus, dass eine der Gleichungen (21) eine einfache Folge der 
zwei übrigen ist, d. h. dass, wenn wir aus den 2 letzteren etwa 
die Grössen rs berechnen 


T—=R (&yzpgIV,V,) 
s—=D (ArspglV, PD, 


und diese Werte in die erste einsetzen, sich dann die dritte Va- 
riable / von selbst weghebt. In dieser Weise erhalten wir aus 
(II) eine Gleichung 


FlavzpgV,P,)—0 


welche nichts anderes ist, als ein intermediäres Integral I, 
von (II) mit 2 arbiträren Constanten /, und V,. 


$.12, 
Irredueibler Es ist aber ausser der. Möglichkeit, dass die gegebene Diffe- 
dr rentialgleichung ein intermediäres Integral (31) hat, noch eine 
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der integrablen Verbindungen die Grössen Y, $, / nicht 
enthält. Dann hat die Gleichung (II) in der Regel kein: inter- 
mediäres Integral mit 2 Constanten, trotzdem dass auch hier 
identisch 

el 


ist, und falls Ampere*) diesen Fall ins Auge gefasst hat, so sei Modifieirte 
mir die Bemerkung gestattet, dass man die Gleichung (II) nach ee 
seiner Methode, nur in etwas veränderter Form behandeln kann. 

Da nämlich in den Gleichungen der Charakteristiken alle 
Veränderlichen xyzpgrs/ gleichberechtigt sind, so kann man 
aus (B) (und II) (siehe p. 36 ff) auch andere Ableitungen als 
rsf berechnen und ihre Werte in das System (A) einsetzen, 
womit die Zurückführung auf ein simultanes System 
geleistet wird.**) 

Der Vollständigkeit wegen will ich ausser der obigen noch En 
eine andere Deutung des Ampere’schen Verfahrens (Cah. 18, Verfahrens. 
p. 70) anführen: 

Es könnte nämlich auch angenommen werden, (siehe p. 31), 
dass Ampere unter „integrale intermediaire“ ein Integral 


DPiayzpgab)—=0 (31 
verstanden hat. 

Wenn sich dabei seine Annahme, dass die Ableitungen rsf 
mit dem allgemeinen Integral homogen sind auf beide Argu- 
mente (a, ß) bezieht, so hat sich Ampere (nach p. 20) darin 
geirrt; dagegen hat er recht, wenn dieselbe nur das andere, 
dem intermediären Integral (31) nicht entsprechende Argument 
- a betrifft. 

‚Im letzteren Falle kann die erste Integrationsmethode (p. 31) 
benutzt werden, aber dann ist es absolut unverständlich, wie die 
Gleichungen 

a a Br 1. (10° p., 32) 
welche die Characteristiken 1. ©. definiren, und aus welchen rs/ 
eliminirt wurden, zu den zwei integrablen Verbindungen (21) 
führen können. 


Durch Anwendung der 2. Methode (p. 32) dagegen erhalten 
wir dagegen das intermediäre Integral in der Form: 


#C3h..18,.9.7 70. 

**) In dieser Weise kann z. B. die Differentialgleichung der Minimal- 
flächen behandelt werden, deren Systeme der Characteristiken eine integrable 
Verbindung 2. u. eine 1. ©. liefern. 
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Wincklersu. 
Königs Arbt. 


Ale aRgES 1) = const: Ael2 
Wir können dasselbe daraus nach p. 43 unmittelbar auf 
diesem Wege ableiten, und der Berechnung des allgemeinen In- 
tegrals zu Grunde legen. 


Wenn dagegen Ampere die zwei Gleichungen (21) nebst 
der gegebenen (II) benutzt hat, um das andere System (A) in ein 
Simultanes zu verwandeln, so ist das entschieden aus obigem Ge- 
sichtspunkte ein Umweg, und daher ist es wahrscheinlich, dass 
Ampere an den schwierigen Fall, wo die Gleichungen (21) sich 
nicht auf ein Integral 


Diayepgab)—0 
reduciren lassen, gedacht hat. 


Dass die Priorität Amperes inbetreff der Einführung der 
Systeme von Characteristiken höherer O. sich hiermit definitiv 
nicht entscheiden lässt, und dass die oben entwickelte Integra- 
tionstheorie desselben, der Kürze und Ungenauigkeit ihrer Dar- 
stellung wegen, einer verschiedenartigen Deutung fähig ist, 
lässt sich nicht leugnen. Ich glaube aber, dass die Deutung Prof. 
Lıe’s diejenige sein dürfte, die dem in der Wissenschaft uatür- 
lichen Streben nach Verallgemeinerung und Vertiefung der Be- 
griffe am meisten entspricht. | 

In der That werden die integrablen Verbindungen (21) 
vielfach von mehreren Autoren, als erste’ Integrale im erweiterten 
Sinne bezeichnet. 

1. So z. B. nennt Hr. Winckler*) Differentialgleichungen 
beliebiger ©, mit willkürlicher Funktion, die mit der gegebenen 
Gleichung 2. ©. 00” gemeinsame Integralflächen haben, erste 
Integrale. Uebrigens enthält seine Abhandlung nur die Darboux’- 
sche Methode, die Cap. 4 erörtert werden soll und die Anwen- 
dung derselben auf Differentialgleichungen, die von Euler mittelst 
verschiedener Kunstgriffe integrirt wurden. 


2. Hr. König”) .bezeichnet auch. in einer. von ders, 
ungar. Academie gekrönten Preisschrift die zwei Gleichungen 


PR AN a 
a ee) 


*) Sitzungsberichte d. K. Academie d. Wissenschaften, Wien. LXXXIX 
614, 624, LXXXVIIH p. 7—74. 
**) Math. Annalen, Bd. 24, p. 528. 
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als erstes Integral, weil sie zusammen dieselbe „Integral- 
mannigfaltigkeit‘“ definiren, wie ein Gleichungssystem 


D(layzpgab)—0 
do 
SEN 


dessen Integrale der Gleichung /—(0 genügen. 


König’s Integrationsmethode besteht in der Bildung von 
Differentialgleichungen, die mit der gegebenen eine endliche 
Schar von Integralflächen gemein haben, und kommt daher mit 
der AMPERE’schen und DARBOUX’schen nicht unmittelbar in 
Berührung. 


3. Nach Prof. LıE endlich bezeichnet man ein System von 
zwei part. Differentialgleichungen 2. OÖ. die ©” gemeinsame 
Integralgebilde haben als ein Involutionssystem. Indem 
wir diese Bezeichnung benutzen, können wir als Resultat dieses 
Cap. das folgende anführen: 


Die modificirte AMPERE’sche Methode (p. 71, Cah. 18) 
führt bei jeder Gleichung 2. O. zum Ziele, die mit einer anderen 
Differentialgleichung 2. OÖ. ein Involutionssystem bildet. 


4. Capitel. 


Darboux’s Integrationsmethode. 
8 13. 


Im vorliegenden Capitel will ich, indem ich auf DArBoUux’s 
Integrationstheorie eingehe, versuchen, den Zusammenhang 
derselben mit der oben besprochenen AMPERE’Schen zu erörtern. 


Die DarBoux’sche Integrationsmethode*) ist in zwei Mit- 
theilungen der Pariser Academie enthalten, und in einem Aufsatze 
in den „Annales de l’ecole normale“ ohne wesentliche Aenderung 
abgedruckt worden. 

Sie erstreckt sich auf Differentialgleichungen beliebiger Ord- 
nung und wird der Einfachheit wegen nur für Gleichungen 2. O. 
erläutert. 

Zuerst entwickelt DARBOUX die Beziehungen, denen die 
characteristischen Streifen 2. OÖ. genügen, was wir im vorigen 


*) Comptes Rendus, J. 70. 
3% 


Prof. Lie’s 
Bezeichg. 


Character 
Syst. 2. 0. 
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Cap. gezeigt haben, mit grosser Wahrscheinlichkeit schon 
AMPERE geleistet hat.*) 

Das von DARBOUX erhaltene System von 6 Gleichungen 
ist mit dem im Cap. 3 (p. 32— 39), angegebenen identisch. 

Die Gleichung 


fK&yzpgrsf)—0(l) 
wird ähnlich, wie bei AMmPERE der bekannten Transformation 
(DArRBovx, $ 1) 


ZA a—X(&y) 
unterworfen; DARBOUX differenzirt (I) nach den neuen Variabeln 
(x,«), dagegen AMPERE nach X,y, was auf das Resultat ohne 
Einfluss bleib. AMPERE wendet ferner die Transformation auf 
die linear vorkommenden Ableitungen 3. (resp. na—-1.) Ordnung 
an, wodurch sich die Rechnung etwas einfacher gestaltet. 

Der Nutzen dieser 6 Gleichungen besteht (DARBOoURX, $ 3) 
in den integrablen Verbindungen, welche sie liefern können; wenn 
solche nicht vorhanden sind, so adiungirt man die Ableitungen 
höherer O. und es kann sich ereignen, dass nunmehr die so er- 
weiterten Systeme höherer O. mehrere integrable Verbindungen 


Ur 892... 2,1) — const. 
liefern. 
Wir können nun zur Bildung dieser Systeme**) die Reihen- 
folge der Gleichungen | 


il) (2) 


benutzen, die wir im Cap. 3 (p. 32) nach AmPERE aufgestellt haben. 
Offenbar wächst die Zahl derselben um eine Einheit mit 
der OÖ. und wir erhalten stets eine von den vorangehenden 
unabhängige Gleichung. 
Hierzu kommen die 72 Beziehungen 


dei ı= ar ıd2 + 2.dy (d--3 =) 2 


also erhalten wir zusammen 7-1 neue Gleichungen. Da aber 
auch die 7-1 Ableitungen n. O. von 2 als neue Unbekannte 


*) Die Gleichungen der characteristischen Streifen 2. ©. finden sich auch 
in dem früher als die DARBOUX’sche Arbeiter schienenem Werke von DU BOIS- 
REYMOND, Beiträge zur Interpretation der Differentialgleichungen in 3 Va- 
riabeln, Leipz. 1864, $ 11, p. 42 u. 43. Contact. Characteristiken und deren 
allgemeine Differentialgleichungen. 

**) Es giebt zwei derartige Systeme (A, B) von denen jedes einer Wurzel 
der Gleichung der Characteristik C —=(), entspricht. 
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auftreten, so wird hiermit die zuerst von AMPERE für die Characte- Zähl dor Gl. 
ristiken 2. ©. (Cah. 18, p. 71) und von DArBoUx allgemein be- Systems. 
merkte Thatsache evident, dass die Zahl der Gleichungen der 
Characteristiken beliebiger OÖ. immer um eins kleiner ist, als 
die der unbekannten Funktionen. 

DARBOUX gründet auf die Betrachtung obengenannter Systeme 
(A und B) eine Integrationsmethode, die für die 1. O. von der 
MonGe’schen unwesentlich (DARBOUX $ 3) verschieden ist. Die 
Bedeutung der Gleichungen (2) scheint dagegen. AMPERE erkannt 
zu haben, obwohl er nicht sagte, in welcher. Weise sie ausgenutzt 
werden können. 

Genügen den charakteristischen Streifen n. O. die 2 Gleichungen „> tot 

eine Gl. 


Ga. 21) const, Ace U ein) 
Ü, (de 92, 7 conse BR+H1< n 


so folgt aus der Amp£re’schen Deutung*) der Systeme (A, B), dass 
diese Constanten von den Argumenten « (resp. 8) der willkürlichen 
Funktionen abhängen, d. h. dass: 


d,—v, (a) Ü, — vu, (a) (3) 


und dass die Gleichungen (3) für alle durch die Characte- 
ristiken («) gebildeten Flächen gelten. Da längs einer bestimmten 
Integralfläche die Funktionen ı, und WW, eine bestimmte Form 
erhalten, so folgt hieraus, dass die, durch Elimination von « aus 
(3) erhaltene Gleichung 


L-v(d) @ 


alle Integralflächen befriedigt, und dass ı) auf einer bestimmten 
Flächen auch eine bestimmte Form hat. 
Es fragt sich, welche Integralflächen den Gleich- 


ungen (I) und ns 
L=Weäh) (4) REN Ns 
gemeinsam sind. “= HU: : 


Um diese Frage zu beantworten wenden wir die „verall- 
gemeinerte“ Integrationsmethode AMPERE’s an (p. 32, $ 10). Yorallgenn, 
Wir bestimmen nämlich 27-1 beliebige Ableitungen von z aus Ampäre’sch, 
den durch n—2malige Differentiation von (I) gebildeten n—1 ee 
unabhängigen Differentialgleichungen und aus: 

4, 278 Vo (@) (4’) 
— Wo (@) 


Cah. 18, p. 69. 


Alle Dfzgl.d. 
mit (I) 
Co”? gem. 
Integr. Fln. 
haben. 
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Diese Werthe, eingesetzt in das der Schar f entsprechende System 
(B) der Differentialgleichungen (2,2’) verwandeln dasselbe in ein 
simultanes System (B’). Jenes hat wiederum stets eine Lösung 
die eine arbiträre Funktion von 2 enthält, und die Gleichung (TI) 
ebenso wie (4) befriedigt. 

In. dieser Weise Hiefert: die Integration von (B’) die 
verlangten Integralflächen und wir sehen dass ihr analytischer 
Ausdruck eine willkürliche Funktion des Argumentes b enthält, 
welche auch in das allgemeine Integral von (I) eingehen muss. 


8 14. 


Wir sehen also, dass zwei integrable Verbindungen der Systeme 
der Characteristiken n. O. stets eine unendliche Schaar partieller 
Differentialgleichungen höherer .O. liefern, deren jede nu 
der gegebenen eine solche Lösung un hat, a wenigstens eine 
willkürliche Funktion enthält. 

Man kann sich nun mit DARBOUx*) das Problem stellen 
alle Differentialgleichungen n. ©. 


Dh 


von der obenbezeichneten Eigenschaft zu finden 
Jede solche Gleichung, nach. x und y differenzirt, giebt zwei 


Beziehungen 
Yx« +. p+lV,s+..=0 
Dy — Dr g+V,s-+. 


wo zur Abkürzung die partiellen Ableitungen durch Indices bezeichnet 
werden. | 

Wenn man hierzu die aus der gegebenen Gleichung (I) durch 
Differenziren entstandenen n Gleichungen n—-1. O. adjungirt, so 
hat man im Ganzen n—+2 Gleichungen (T'), die sämmtlich in 
den Ableitungen n—+1. O. linear sind. Es können auch ana- 
loge Systeme gebildet werden, die mit dem vorigen im allge- 
meinen zur Bestimmung aller Ableitungen 2m) (m >n-]1) 
als Funktionen derjenigen bis zur n. O. inclusive ausreichen. 

Wenn wir aber in die für > geltende TAyror’sche Ent- 
wickelung die so berechneten Werte der Ableitungen höherer als 
n. O. einsetzen, so erhalten wir einen Ausdruck, der von einer 
begrenzten Anzahl Anfangswerte der Grössen 2;,x, also einer 
endlichen Zahl arbiträrer Constanten abhängt. Daher darf 
die gemeinsame Lösung von (I) und 


*) DARBOURX, $ 4. 
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V = Qd; (II) 


wenn sie existirt, ebenfalls nur eine begrenzte Zahl von Con- 
stanten enthalten, 


Andererseits aber wurde die Voraussetzung gemacht, dass die 
gemeinsame Lösung von (I, II) mindestens eine willkürliche Lunk- 
tion enthält. Wir kommen somit auf Widersprüche, welche sich 
nur durch die Annahme beseitigen lassen, dass Gleichungen des 
Systems (I) nicht unabhängig von einander sind. Daraus „,.°- 


dingungs- 
ergeben sich zwei Bedingungsgleichungen :*) gleichungen. 


Die erste derselben bilden wir, indem wir die Funktional- 
determinante Q) der Gleichungen (1”) inbezug auf die höchsten 
 Differentialquotienten gleich Null setzen. Wenn die Gleichung 
V- a (II) von 2. O. ist, so ist obige Determinante gleich: 


fr a: 0 (0 


INTEL TA 

Vera Feet 

| Kerr a 

und allgemein, wenn / von n. O. ist, gleich: 
D= Tl; fs fr 0 a h : ; 0 Ne 0 Bere 

as a a 4 | ya 
| : (9) 
| 0 
U Sa 80 9 RER Ne FRFLEEN, 
Pr DT Bon 0 
0 re Be Re 


Um die letztere Determinante zu entwickeln, multipliciren 
wir ihre Verticalreihen resp. mit 


N es 
worin « eine Wurzel der Gleichung der Characteristik von (I) 


ist, und addiren zu jeder 2 Verticalreihe die Summe aller 
vorangehenden (Z—-1... bis 1) 


*) DArBorx, $ III. 
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Dann erhält (5) folgende Form: 
DH, Na 0.. RO 
0 Bose ae 


. %: as—fı, 0 


pr: a Se Tre u FA 
0,1 a-k,k on n-k,k 

0 ’ Vs ET 
0,n n—k,k 


Wenn man diesen Ausdruck nach den Unterdeterminanten 
der 2 letzten Reihen. entwickelt, so ergiebt sich derselbe als Pro- 
duct zweier Factoren: B 


D== EIRN 4: — Es —. + Vak 


(2: (= Paaı.ı or + ..4+ Von fr )- 6 
Fa = 0 (6) 


1.77 
Die Determinante ) verschwindet daher, wenn «, oder Ws 
D erfällt in 
d. Productd. _ 5 GEBE 2 
charact. Glg. eine Wurzel der Gleichung der Characteıistik. von V—a (Il) ist. 


Diese beiden Grössen genügen aber der- Gleichung 


ah e 


womit bewiesen ist, dass, wenn zwei Differentialgleichungen 
(I und II) & gemeinsame Integralflächen haben sollen, 
ihre characteristischen Gleichungen (6,6) eine gemein- 
same Wurzel besitzen müssen. Diese Wurzel bestimmt auf 
jeder derartigen Integralfläche 0 ! Characteristiken, welche zu 
beiden Gleichungen (I, II) gehören, d.h. es dient dieselbe 
Curvenschar als Characteristiken inbezug auf beide 
Gleichungen (I, II). 


Wir sehen, dass die Gleichung D--0 in 2 Gleichungen 

1. OÖ. und n. Grades zerfällt, wenn man in dieselbe statt « die 

beiden Wurzeln von (6) einsetzt. Die zweite Bedingung, welcher 

—g (II) genügen muss, ensteht aus der ersten (5), wenn man 

darin eine beliebig gewählte Verticalreihe durch die rechten Seiten 
des linearen Systems (I): 


Zweite Be- 
dingung. 


4l 


fı Att.ot fs In. 1 ft 3n—ı.2 =A 
fr An. ı ts An—1. 2. ft dn—2.3 She 

H: 23. ne er. 3:47 Ruh; Ze (U) 
Pro 3n41.o+ ie ae n —=Rı 


RE RE 1 a a .+ . I Pon dont — Rat 
ersetzt. 


Wir erhalten somit als zweite Bedingung eine Gleichung: 


rt Teile. 2 Me 00, 

| 
| 

KIRERF EU re Er AL 

De ee ei 

0 Be Dar 

welche in der Verbindung mit D—-0 (5) für die Ableitung 
BUN, 


3n—k-2,k-ı — HR Fi 0 


einen unbestimmten Wert liefert. 
Es ist aber ersichtlich, dass in der Reihe der Gleichungen 


DEDEN 0... A A 
nur 2 voneinander nr sind, und dass sich somit Alle Beding- 
die für die gemeinsame Lösung von (I, II) angestellte Forderung given s. redu- 
analytisch durch D==0 und eine beliebige die übrigen Gleichungen 
(7), beispielsweise durch 
DENN (7) 

ausdrücken lässt. Dieselben sind in den Grössen 

oV av 

X a 9zır k 
homogen vom 2. Grade, und bilden, nebst den daraus durch 
Klammeroparationen abgeleiteten Gl. ein Involutionssystem (7) 
von dem jede Lösung mit Ausnahme der selbstverständ- 
lichen 

TU (I) 
eine Differentialgleichung V--a (II) von der verlangten 
Eigenschaft liefert. 
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Jede Lösung des Systems (7”) befriedigt aber die Gleichung 
der Characteristiken (6) von (I), weil letztere mit D=—-0O iden- 
tisch ist, und zugleich auch das System (1'), weil die Gleichungen 
(7) aus diesem System abgelcitet wurden, und sämmtliche Ab- 
leitungen höchster O. unbestimmt liessen. 


Endlich ist obige Lösung (V == a) mit dem System Prarr’scher 
Gleichungen. 


di, — Sir d&t 2,419 i4e<n 
verträglich, weil jene nur Definitionen der Variablen 3; , sind. 
B Kurz: die Lösung V==a muss sowohl das System (7) 
V—abefrie- 


lietdiesyet als auch die totalen Systeme der Characteristiken n. ie; 
der Charact. (I) befriedigen. 


S 15. 
Es fragt sich nun, welchen Nutzen für die Integration die 
Nutzen der s i . . 
Gl. V=a. Kenntniss einer derartigen Gleichung 
P=a 
bringt? 
Im vorigen Capitel haben wir daraus nach AMPERE ein all- 
gemeines Integral (p. 36—39) abgeleitet, indessen beschränkt sich 
Darboux’s DARBOUX*) auf den Fall, dass zu den beiden Systemen den 
Annahme. Characteristiken je eine Gleichung Y= a mit willkürlicher 


Funktion gehört. 
Wenn der Ausdruck 


a, 
irreducibel ist, also 
a 4 f, fr ZN 


ist, so treten beide Gleichungen gleichzeitig auf und unterscheiden 
sich im allgemeinen nur durch das Vorzeigen der von © abhängigen 
Grössen, so dass eine derselben aus deranderen abgeleitet werden kann. 


Im entgegengesetztem Falle können 
l. in beiden Systemen (A, B) die Gleichungen 
em, Ze bi 


auftreten und zwar im allgemeinen von verschiedener O. in 
den Ableitungen, oder aber es tritt 


*) DARBOUX, 8 V. 
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2. nur eine in einem System (A oder B) auf. 

Beschränken wir uns auf die erste Möglichkeit, und betrachten 
eine bestimmte Integralfläche der Gleichung (I), so sehen wir, dass 
längs derselben die arbiträren Funktionen yp und P, die zu ee 


i.jd. System. 
Mrzsanıl, an 


gehören, eine bestimmte Form haben, weil diese Gleichungen 
Lösungen der Systeme der Characteristiken sind. 
M. a. Worten, es haben die Gleichungen 

ol En (8) 
gemeinschaftliche Integralflächen, und zwar im allge- 
meinen &@'.*) Beispielsweise, wenn die zwei letzteren Gleichungen 
(5) von zweiter O. sind, so kann man diese Integralflächen in der 
Weise bestimmen, dass man aus (8) die Werte von r, s, f be- 
rechnet und dieselbe in die Gleichungen 


dz— pdx-+ 7dy 
dp—=rdx-+ sdy (9) 
de=sdx-- Idy 
einsetzt, welche dadurch in ein integrables System in xy5pg 
übergeführt werden. 
Die Lösung dieses Systems wird in bekannter Weise auf die- 
jenige von gewöhnlichen Differentialgleichungen zurückgeführt und 
man stösst schliesslich auf eine gewöhnliche Differentialgleichung 
4. O. in 2 Variabeln, die die Lösung des Problems liefert. Sroruns- 


glchg. 1. Cl 
S 16. 
DARBOUX schliesst obige Betrachtung mit der Bemerkung: **) 
„die vorstehenden Methoden führen, wie man leicht beweisen kann, 
allemal zum Ziele, wenn die Integrale von der Art sind, die AMPERE 
Integrale 1. Art nennt, und die kein Integralzeichen enthalten.“ 
Zur Begründung dieser Behauptung soll im folgenden gezeigt 
werden, auf welche Weise, ausgehend von den dreiGleichungen 


Rriy 30H on Da... ERBE 23 (10) 
einesallgemeinen Integrals der Gleichung (I), stets Gleichungen 
Tan! 


gebildet werden können, die mit (I) © gemeinsame Integral- 
flächen haben. 


Ar Lie, ZuralleSThepre d. part. Dfize.r Leipzr Ber. 1895,. p. GV. 
**) DARBOUX, $ 5. 
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Da die durch Differentiation von (10) bis zur n. OÖ. ab- 
geleiteten Beziehungen (10°) in den Differentialquotienten 


da da °ß 

x Oy’ . . 9x 
linear sind, so ist die Elimination dieser Grössen aus (10’) stets 
durchführbar und es bleiben mindestens 


nF rf4r2 a0) 


Gleichungen übrig, die von denselben frei sind, und die, in- 
sofern man darin alle 3; . als gleichberechtigte unabhängige Vari- 
abeln betrachtet, voneinander im allgemeinen unabhängig sind. 
Die aus diesen Gleichungen (10°) berechneten successiven Ab- 
leitungen von 3 seien bis zur 1'® inclusive inbezug auf &, bis 
zur I,‘ auf das Argument $ mit dem Integral (10) gleichartig. 

Es bezeichne ferner ©, die Zahl der arbiträren Funktionen 
von @, 6, diejenige von ß, die im Integral (10) vorkommen, 
wobei die in der Reihe 


Du. 20 Pe a 
Bildende fehlenden Ableitungen auch gezählt werden. & 
es Die oben angeführten 72-Gleichungen (10°) enthalten 2—/, 


und 7—/, zu « resp. $ gehörende neue arbiträre Funktionen, 
also zusammen 


2, n—L-+g,-H1 von « abhängige Grössen 
n, — n-/, ‚+41 ) D e2) ») 
wir können daher stets mindestens R—R2, (resp. 2— -R2,) Gleich- 


ungen bilden, welche «, (resp. $) und die zugehörigen arbi- 
trären Funktionen nicht enthalten. 
Zu diesen Gleichungen können auch die 


Du 
2 
durch Derivation von (I) gebildeten Beziehungen gehören und diese 
sollen nicht mitgezählt werden, weil sie keine neue Beziehung 
zwischen den Variabeln 3; x liefern. | 
Somit ist die Zahl der Gleichungen, die von dem Argumente 
ß und den davon abhängigen Grössen frei sind, gleich: 


C— n— (9-42 


falls sich alle diese Grössen einzeln eliminiren. — Wenn 
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dagegen, wie AMPERE*) annimmt, bei der Elimination eine, für 
jede Differentialgleichung constante Zahl der von « und % ab- 
hängigen Grössen von selbst verschwindet, so ist die Zahl 


C, 
dieser Gleichungen grösser als (. 

Wenigstens die eine derselben muss nothwendig arbiträre 
Funktionen des Argumentes « enthalten, denn im entgegengesetzten 
Falle müsste sich eine, mit der Ordnung 7 wachsende Zahl 
dieser Funktionen von selbst, bei der Elimination der Funktionen 


vB WR 
eliminiren lassen, was der obigen Voraussetzung AMPERE’s wider- 
sprechen würde. 

Ferner dürfen die obenerwähnten (, Gleichungen nicht einfache Umabhängig- 
Folgen der Differentiation einer von denselben sein ((/}'), denn keit d. 61.C. 
sonst müssten darin die Ableitungen 

k 

EN 

EEE RR TE" | 
vorkommen, und wenn man die Werthe dieser Grössen (11) als 
Funktionen von 

EI W. Znln 

aus den Gleichungen (10) und ihren Ableitungen (10’) bis zur n. O. 
berechnet, so würden die Ableitungen von (C,’) voneinander und 
von (C,') im obigen Sinne unabhängige Gleichungen liefern. 

Daher giebt es stets mindestens zwei Gleichungen (C,), 
aus denen eine unendliche Schar von Differentialgleich- 
ungen höherer O. 


V(&y3P9:-3ma)—0  (M 


gebildet werden kann, wenn man dabei in (, « als Parameter be- 
‘ trachtet und der arbiträren Funktion ® bestimmte Formen 
ertheilt. 

Jede derselben (II) hat ihrer Entstehungsweise gemäss mit (I) 
«& Integralflächen gemeinsam. Je nach dem Eliminationswege 
entstehen im allgemeinen verschiedene derartige Differentialgleich- 
ungen höherer ©. 

Ohne näher auf die Beschaffenheit derselben einzugehen, will 
ich zwei Hauptfälle unterscheiden: 


*) Cah. 17, p. 586, Z=1-+8-+2’— (+27), Z ist die im Texte erwähnte 
Zahl der Funktionen, 
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1. Es können zur Bildung von V—-( nur diejenigen Gleich- 
ungen benutzt werden, für welche 


2, nn 


d. h. die keine neue arbiträre Funktionen enthalten. 


2Hauptfälle. 


2. Es können auch Gleichungen höherer Ordnung benutzt 
werden, und dann enthält in der Regel 7 —- 0 neue arbiträre 
Funktionen, 


2a. Wenn die 2 Gleichungen (C,) ausser « nur eine arbiträre 
Funktion dieses Arguments p («) enthalten, so folgt aus ( durch 
Auflösung nach @,g, ('«) 


ee 
gie) = A kyE . a) y 


Bildung an und hieraus eine Beziehung der Form 
—=p 
— (iM) (12) 


2b. Die nächsteinfachste Möglichkeit bietet die Annahme, 
A dass beide Gleichungen (C) von derselben Ordnung R sind. 
Dieselben müssen dann stets einer Bedingungsgleichung ge- 
nügen, die in analoger Weise wie (p. 39) für den Fall zweier 
Ableitung a, \ntegrablen Verbindungen 2. O, abgeleitet werden kann. Zu diesem 
Bedingungs- Zwecke differenziren wir die gegebene Gleichung (I) bis zur n. O, 
gleichung. er e 
und erhalten wir in dieser Weise n—1 une partielle 
Differentialgleichungen n. O. 


FO9— Bell. 2nl. (do 


Alle diese Gleichungen haben miteinander sämmtliche Integral- 
flächen von (I) gemein, da sie einfache Folgerungen dieser Gleich- 
ungen sind, und die zu (13) gehörigen Gleichungen der Characteristik 


Unterfälle. 


: —]..n—1 
fm A) 9fW A I 
SE n ER —1 “ 
Ban ni an ie =. S (14) 
& 
müssen nach p. 55 miteinander und mit den beiden Gleichungen 
ou oO 
Ve ee ne 0 
9 Zno 9 Fon (14”) 
dd od | 
me 
N) O 3on 


eine gemeinsame Wurzel x — ı, haben. 
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Daher verschwindet die Determinante des Systems (14) von 
n-+lin 
ER 


linearen homogenen Gleichungen inbezug auf die Ableitungen n. O. 


DE 7. Ru 


7 =) (1 5) Determinant 
(no: een y 3on ) 


D=0 


Aus der letzten Beziehung folgt, dass wenn wir aus 7n—2 der 
Gleichungen (13) und den zwei Gleichungen 


U 
AR 
die Werte der z Ableitungen n. O. etwa von: 
Bnor- = «Ads ir 3i:n1 


berechnen, und in die übriggebliebene Gleichung (13) einsetzen, 
sich in derselben die Ableitung 3,n von selbst eliminirt, und jene 
Gleichung die Form 


Rap. oe ale: (16) 


annimmt, so dass sie als ein intermediäres Integral oder Bildung des 

£ : a k r , interm.Integ. 
richtiger als eine Lösung der Gleichungen der Charac- m.2Constant. 
teristik n. OÖ. mit 2 arbiträren Constanten (m<{n) be- 


trachtet werden kann. 


Man kann auch analog, wie für den Fall eines intermediären 
Integrals 1. O. (p. 42) zeigen, dass, wenn sich für die gegebene 
Gleichung (I) eine Lösung (16) ergiebt, stets für die totalen 
Systeme n. O. der Characteristiken zwei integrable Ver- 
bindungen (C,) gebildet werden können. 


Nur dann, wenn diese Verbindungen von verschiedencr 
Ö. sind, lassen sie sich auf die Gleichung (16) nicht zurück- 
führen. 


Nehmen wir an, dass eine Schar der Characteristiken von (I) 
die zwei Gleichungen 


VlayE en Zn. Zr) RDT 
D,(2y3:. 30. Ha)—=Uß 
erfüllt, dann kann man mit Hülfe der na—1 Gleichungen (15) 


A--1 der darin vorkommenden Ableitungen, als Funktionen der 
übriggebliebenen Grössen berechnen. 
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Wenn wir die Werte derselben 


a Ze 
i+-i’<Ck 
und die daraus abgeleiteten Werte 


dsi,v ( yo 5 ) 
eg ee 2, 
in das System (A) der Characteristiken einsetzen, so verwandeln 
wir dasselbe in ein simultanes (p. 5l) und seine Integration liefert 
D.allgemeine die Lösung son (MD. g ; 
Integral ent- Weil nun das simultane System sicher ı 9 enthält, so muss 
hält die ar- .. ® - Ä 
biträreFunk- die Lösung, falls sie eine geschlossene Form hat, und zur 1. Classe 


tion d.integr. A .. . 
Vorbindune. AMPERES gehört, notwendig ııß enthalten. 


RUE: 

Im letzten $ (VII) seiner Abhandlung führt DARBoUXx 
an, wie obige Betrachtungen zu einer neuen Anwendung der 
LAGRANGE’schen Theorie der Variation der Constanten führen 
können. 

Lagrange’s LAGRANGE*) hat nämlich bemerkt, dass jedes erste Integral 


Methode, 
Piavyzpgab)—0 


Darboux’s Mit 2 wesentlichen Constanten ein solches mit einer willkürlichen 
Verallgemei- Funktion liefert, und nach DARBOUX besitzen alle Gleichungen 


nerung. 
BA 235. Hr a) rd 


dieselbe Eigenschaft. 
Indem man nämlich die 2 Constanten ais Funktionen von 


Po. 
betrachtet, zwischen a und d eine Functionalbeziehung 5—=g( a) 


feststellt und die Bedingung 


ao REST RER 
re ul. ee, (14) 


hinzufügt, erhält man Gleichungen (V), deren jede mit (I) &” 
gemeinsame Integralflächen hat. In der That sehen wir, dass in- 
folge der Gleichung (14) sich die Differentialquotienten 


co) 20) 
OXx oo. Izk-l 


*) Oeuvres Completes A. IV. sur les- integrales particulieres etc. p. 101. 
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nicht geändert haben, und da die Funktion V selbst in den Be- 
dingungsgleichungen (7°) nicht: vorkommt, so werden dieselben 
auch von der variirten Funktion (P) befriedigt. 


$ 18. 


Im vorliegenden Capitel habe ich versucht, die DARBOUX’- 
sche Theorie in ihrem Zusammenhang mit derjenigen von AMPERE 
an der Hand der AMmPzreE’schen Theoreme darzustellen.*) 

Ich fasse jetzt die hauptsächlichen, von DARBOUX erhaltenen Darboux'sch. 
Resultate zusammen: re 

1. Die Gleichungen der characteristischen Streifen belie- 
biger OÖ. einer partiellen Differentialgleichung bilden ein 
totales System, d. h. die Zahl der Gleichungen ist stets um eins 
kleiner, als die der unbekannten Funktionen. 

2. Alle Gleichungen / — a, die mit der gegebenen &” ge- 
meinsame Integralflächen haben, ergeben sich aus den inte- 
grablen Verbindungen der characteristischen Systeme beliebiger O. 
und als gemeinsame Lösung zweier partiellen Differentialgleichungen 
Lac, 

3. Die gemeinsamen Integralflächen werden durch die Lösung 
simultaner Systeme gewöhnlicher Differentalgleichungen geliefert, 

4. Zur vollständigen Integration von (I) genügen zwei 
Differentialgleichungen FV- a mit willkürlichen Funktionen, 
je eine zu jeder Wurzel der Gleichung der Characteristiken 
gehörend. 

DARBOUX äussert sich über den Ursprung seiner Methode 
$ V in folgender Weise: 

„Die beiden soeben dargelegten Methoden finden sich übrigens 
auch in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
wieder. 

Die erste auf der Vertauschung der Variablen be- 
ruhende Methode rührt bekanntlich von CAUCHY her, der sie im 
Jahre 1319 angegeben hat.“ 

Indessen ist CaucHY einer Idee AMPERE’S gefolgt*) und aus 
obiger Zusammenstellung darf man auch schliessen, dass sich Keime 
der DArBoux’schen Methode in der AMPERE’schen Theorie 
finden lassen. | 


*) Auf die DarBoux’sche Theorie bezieht sich eine Abhandlung von Speck- 
mann: De Darboux’sche Methode ter integratie etc. Amst. Versl. 1593, die mir 
leider aber nicht zugänglich war. 

**) Padova, Sulla integratione della equatione a derivat parzech del 
ordine. Colectanen matemattca 1881. 
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Was die zweite Methode betrifft, die sich bei Differential- 
gleichungen 1. O. in der JacoB1’schen (DARBoUx, $ V) wieder- 
findet, so sind kaum irgend welche Spuren derselben bei AMPERE 
zu finden. Sie bildet zuerst eine Complication des Problems, indem 
sie auf zwei partielle Differentialgleichungen 1. OÖ. und zweiten 
Grades führt, wogegen die Integrabilitätsbedingungen für die 
bekannten totalen Systeme aus 4 partiellen Differentialgleichungen 
1. Grades bestehen, je zwei zu einer Wurzel der characteristischen 
Gleichung gehörend, indessen spaltet sich aber die erste Gleichung 
D = 0 in zwei, so dass wir auch im ersten Falle zu zwei Systemen 
von je 2 Differentialgleichungen gelangen. 


Was aber die Ausnutzung der gefundenen integrablen Ver- 
bindungen betrifft, so hat DARBOUX nicht den ganzen Vortheil 
aus der Existenz der von ihm eingeführten Gleichungen V=a 
gezogen. Man kann nämlich nach AmpEre im Falle integrabler 
Verbindungen 1. und 2. Ordnung schon das allgemeine Integral 
finden, wenn nur eine Gleichung V=——- a bekannt ist, dagegen ist 
nach DARBOUX zur vollständigen Lösung des Problems die 
Kenntniss je einer Gleichung FP = q in jedem System erforderlich. 


8 19. 


'Das Ampüresche Ergebniss wurde zuerst von M. LEvY*) 
in allgemeiner Fassung ausgesprochen; leider ist seine Arbeit 
in extenso nicht erschienen und ich muss mich mit der Mittheilung 


LsvysUnter- diesbezüglicher Resultate begnügen. 
suchungen. 


M. L£vy erweitert die erste Classe AMPERES durch Hin- 
zunahme aller Differentialgleichungen, deren Integration auf 
diejenigesimultaner Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zurückgeführt werden kann. Es sind dies alle Gleichungen, die 
mit einer Differentialgleichung V— a »” gemeinsame Integral- 
flächen haben. 

M. L£vv erkannte, dass die gemeinsamen characte- 
ristischen Streifen der gegebenen Gleichung (I) und V—a 
durch gewöhnliche Differentialgleichungen geliefert werden. 


Zur Erläuterung**) des obengesagten nehmen wir eine Schar 
von 00? gemeinsamen Integralflächen von (I) und V—a 


Flaysab)—=o, 


*) M. Levy. Comptes Rendus. J. 1872, II. p. 1094. 
**) S. Lie. Zur allg. Theorie der Dfzgl. Leipz. Berichte 1895, p. 76. 
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an, dieselben definiren eine bestimmte Schar von oo! Differen- 
tialgleichungen 1. O.: 


dÜ(xy3spg)=e. 


Alle diese Scharen (7-=c werden durch ein simultanes 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen bestimmt. 
Jetzt bilden 


ein unbeschränkt integrables System mit 00° gemeinsamen Inte- 
gralflächen und dieses wird wiederum auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen zurückgeführt. 

Nach Levy kann man allgemein, wenn VY—g Ableitungen 
beliebiger OÖ. enthält, die Integration von (I) auf diejenige dreier 
simultaner Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen zurück- Br Lie’s 
E emerkung. 
führen, 

Im Jahre 1874 bemerkte S. LıE,*) dass für den von M. L£vv 
betrachteten Fall die Integration auf diejenige zweier simul- 
tancr Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückgeführt 
werden kann, und reducirte hiermit das Integrationsproblem auf 
seine einfachste Gestalt. 

Von den obenbezeichneten simultanen Systemen dient das 
erste zur Ableitung der integrablen Verbindungen der bekannten 
totalen Systeme, und das zweite, welches nunmehr als Coefficien- 
ten auch arbiträre Funktionen enthält, liefert das’ allgemeine 
Integral der Differentialgleichung. Das letztere wird im .all- 
gemeinen aus 3 Gleichungen bestehen, die inbezug auf ein Ar- 
gument (a) keine partiellen Quadraturen enthalten. 


*) S. Lie, Verhandl. d. Ges. der Wah. zu Christiania 1874, p. 274. 
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